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Notacao Usada

Sejam a, b,n € Z inteiros tais que a < ben > 1. Seja também = um vetor.

[a..b] denota o conjunto dos inteiros entre a e b inclusive, isto é, {z € Z : a < z < b}.

[n] denota o conjunto [1..n].
Tn denota o contetido da n-ésima posi¢do de .
|| denota o tamanho (i.e. quantidade de posigdes) de .

A notacgdo usada para grafos € apresentada na Secdo 3.1.



Capitulo 1

Introducao

A medida que a capacidade de processamento e armazenamento aumentam, a no¢io
de eficiéncia de um algoritmo tende a se tornar mais restrita. Antes do computador digital,
computacdes em tempo finito eram consideradas solugdes satisfatorias. A expansdo dos
recursos computacionais disponiveis permitiu que muitos problemas emergissem e 0s primeiros
problemas realmente dificeis se tornassem evidentes, levando a definicdo da computacdo em
tempo polinomial. E quando mesmo o tempo polinomial ja ndo bastava, esforcos foram feitos
em torno da computagdo paralela ( , ).

Avangos tecnoldgicos recentes exigem o processamento de quantidades cada vez
maiores de dados em tempos cada vez menores. H4 situacOes praticas em que a entrada é
grande demais para que uma solucio em tempo linear seja satisfatdria, como € o caso de alguns
bancos de dados modernos. Em outras situacdes, o acesso a entrada é custoso — por exemplo, via
rede, em algum servidor externo. Ou ainda, € possivel que ndo exista sequer uma representagao
explicita da entrada, mas um ordculo capaz de calcular seus valores pontuais esteja disponivel.
No entanto, a leitura completa da entrada ainda é passo imprescindivel para varios algoritmos
( ; ).

Teste de propriedades consiste no estudo de algoritmos construidos para inspecionar
uma pequena parte da entrada e a partir disso inferir se a entrada toda apresenta certa
propriedade global ou se estd longe de apresentd-la. Em geral, assume-se que o algoritmo esta
dotado de acesso aleatdrio a entrada: que sabe-se o tamanho da entrada e hd um ordculo capaz
de informar o valor de uma dada posi¢do da entrada. Espera-se, com isso, obter algoritmos que
computem suas respostas em tempo sublinear ou, ainda, constante independente do tamanho
da entrada.

Dentre os problemas ainda sem resposta satisfatéria — mesmo polinomial — estd o
problema da clique: um problema de decisao NP-completo que figura entre os 21 problemas
de Karp ( , ). Sua versdo de otimizac@o — encontrar uma clique maxima — é NP-dificil
e figura entre os problemas combinatdrios mais estudados, com aplicagdes préiticas em vdrias

outras areas do conhecimento.



Em ( ), 0s autores propdem uma solu¢do em tempo
independente do tamanho do grafo para o problema da p-CLIQUE , que pode ser usada para
resolver o problema de decisdo. No entanto, muitos aspectos da prova apresentada sao
abreviados ou omitidos e algumas constantes sdo apresentadas sob notacdo assintotica.

O presente trabalho se propoe a apresentar o teste de propriedades e estudar o algoritmo
proposto em ( ) para a clique, apresentando os passos sugeridos no trabalho
original de forma mais detalhada e explicitando os valores das constantes.

No Capitulo 2, apresentamos o teste de propriedades com um breve histérico das
pesquisas sobre o assunto (Secdo 2.1), apontamos suas caracteristicas principais (Secao 2.2)
e explicitamos algumas situagdes em que a aplicacdo do teste de propriedades pode ser
interessante (Secdo 2.3). Concluimos o capitulo estudando um toy problem como ilustragdao
(Secao 2.4).

No Capitulo 3, estabelecemos brevemente o formalismo sobre grafos necessdrio para
o presente trabalho (Secdo 3.1) e apresentamos o modelo denso para grafos (Secdo 3.2), que
€ usado para o estudo de teste de propriedades em grafos e serd usado no presente trabalho.
Enfim, apresentamos brevemente o problema da clique e definimos o problema da p-CLiQuUE
(Secdo 3.3) e discorremos acerca do testador apresentado em ( ) (Secao 3.4

e Secdo 3.5), descrevendo-o e demonstrando a sua corretude.



Capitulo 2
Teste de Propriedades

Teste de propriedades € o estudo da seguinte classe de problemas:

Seja P uma propriedade definida sobre um dominio D e seja d € D um objeto dado.
Dada a possibilidade de acesso a informagdes locais sobre d, a tarefa consiste em,
pela da inspe¢@o de uma pequena fracao de d, determinar (com alta probabilidade)

se d satisfaz a propriedade P ou se d estd longe de satisfazer P.

Por exemplo, se o objeto € uma fungdo f, uma propriedade que pode ser testada € sua
linearidade. Nesse caso, o testador pode realizar consultas como “Qual o valor de f(z)?” e,
através de uma amostra no dominio de f, inferir se a fungao € linear ou estd longe de ser linear.

Ou ainda, quando o objeto é um grafo (G, uma propriedade a se testar € se GG € bipartido.
Neste caso, as consultas poderiam ser a respeito da vizinhanga de um dado vértice ou da
presenca de arestas entre pares de vértices.

Neste capitulo discorremos mais a respeito do teste de propriedades. Apresentamos um
breve histdrico das pesquisas sobre o assunto na Secao 2.1, seguido de algumas caracteristicas
de destaque na Secdo 2.2. Enfim, apontamos alguns cendrios em que o uso do teste de
propriedades pode ser benéfico na Secdo 2.3 e terminamos na Secdo 2.4 com um exemplo de

problema que pode ser resolvido com teste de propriedades.

2.1 Um breve historico

Teste de propriedades foi originado no contexto de verificacdo de corretude de
programas. O conceito aparece (implicitamente) pela primeira vez em
( ), no qual os autores demonstram que é possivel testar se a funcdo computada por um dado
programa € linear apds examinar os valores que ela assume para alguns pontos amostrados no
seu dominio.
( ) é um estudo feito em continuidade ao trabalho iniciado em

( ). Nesse trabalho, o teste de propriedades € definido explicitamente pela



primeira vez, com a intencao de estudar outras propriedades algébricas de fun¢des que também
poderiam ser testadas.
O estudo de teste de propriedades num contexto mais geral foi iniciado em
( ), quando os autores apresentaram o teste de propriedades como um
modelo geral aplicdvel a diversos outros tipos de objetos e entdo voltaram a sua aten¢do a
aplicacao do teste de propriedades em grafos, que até entdo ainda ndo haviam sido considerados.
Posteriormente, em ( ) foi demonstrado que todas as propriedades
hereditdrias de grafos sdo testdveis em tempo constante (uma propriedade € hereditdria quando
¢ satisfeita por um grafo e todos os seus subgrafos); e em
( ) foi fornecida uma caracterizagdo completa das propriedades de grafos testdveis com

numero constante de consultas, a qual envolve conceitos sobre regularidade em grafos.

2.2 Caracteristicas principais

Um algoritmo capaz de resolver um problema de teste de propriedades é chamado de
testador de propriedades, e no presente trabalho eles também serdo tratados simplesmente por
“testadores”.

Um testador tem acesso a informacdes parciais do objeto dado. Tal acesso pode lhe ser
concedido através de um ordculo que lhe permita realizar consultas locais a respeito do objeto
ou ainda pela apresentagdo de amostras do objeto seguindo uma dada distribuigao.

A restricdo de acesso a entrada imposta pela defini¢cdo do teste de propriedades tem
como consequéncia a emergéncia de algumas das caracteristicas de destaque dos testadores, as

quais sdo abordadas nesta secao.

2.2.1 Algoritmos aleatorizados

Uma caracteristica necessaria imediatamente aparente € a de que os testadores
precisam ser algoritmos aleatorizados, dado que a entrada ndo pode ser lida completamente.
Exceto em casos degenerados (em que grande parte da entrada ndo importa para o problema em
questdo), a intui¢do € a de que cada componente da entrada deve ser passivel de amostragem
para que o algoritmo possa inferir uma caracteristica do todo. ( , )

Dessa forma, os testadores podem apresentar uma pequena probabilidade de erro. Em
geral, testadores apresentam erro bilateral: ha probabilidade positiva de avaliar incorretamente
se a entrada possui a propriedade e também se ela estd longe de té-la. No entanto, existem
testadores com erro unilateral, os quais sempre avaliam corretamente quando a entrada
apresenta a propriedade, mas podem errar quando ela estd longe de ter (e.g. o testador de
k-colorabilidade apresentado em ( ).

Outra classificagdo decorrente desta caracteristica € a que considera a forma como

consultas influenciam na execucdo do algoritmo. Um testador é considerado ndo adaptativo



quando todas as consultas sdo feitas uma dnica vez ao comeco do algoritmo e o ordculo nao é
mais consultado durante o resto da execucdo. Nesse caso, o resultado depende unicamente da
amostra obtida através dessas consultas. Por outro lado, um testador adaptativo pode consultar
o ordculo durante a sua execug¢do, o que lhe confere liberdade para tomar decisdes considerando

o resultado de consultas feitas até entdo.

2.2.2 Decisao aproximada

Ha casos, no entanto, em que a presenca de aleatoriedade no algoritmo nao basta para
que ele apresente resultados precisos. Considere, por exemplo, o problema de determinar se
todas as posicoes de um vetor dado sdo zero. Nao hd algoritmo que leia pequena parte da
entrada capaz de distinguir com alta probabilidade entre uma entrada que satisfaz a propriedade
e uma que contém um unico ‘1’ em alguma posi¢ao.

( ) aponta para o fato de que hd conjecturas e resultados afirmando que a
maior parte das propriedades é “evasiva”, exigindo um niimero linear de consultas para decidi-
las mesmo com o uso de algoritmos probabilisticos.

O problema de determinar se uma dada entrada satisfaz ou ndo uma certa propriedade

¢ um problema de decisdo, que serd chamado no presente trabalho de decisdo exata.

Definicao 2.1. (Decisdo Exata) Seja P uma propriedade definida sobre um dominio D.

Podemos definir o problema de decis@o exata associado a P da seguinte maneira:

Decisao Exata
Instancia:um objeto x € D

Resposta :sim, se x satisfaz P; ou

nao, se x nio satisfaz P.

Os objetos para os quais a resposta € sim sdo também chamados de instdncias positivas
e objetos para os quais a resposta € ndo da-se o nome de instdncias negativas. Dizemos que
um algoritmo aceita uma instancia quando ele devolve sim para ela e dizemos que ele rejeita a
instancia quando a resposta dada € nao.

Um problema de decisdo exata também pode ser definido em termos do conjunto Cp
dos objetos que satisfazem P: todo z € Cp deve ser aceito e todo x ¢ Cp deve ser rejeitado.

Dessa forma, € possivel definir uma nocao de distancia em relagdo a propriedade:

Definicao 2.2. (e-longe e e-perto) Dado um parmetro de distincia € € [0, 1] e uma métrica
d: D x D — [0,1], um objeto = € D ¢ dito e-longe de P se min{d(z,y),y € Cp} > € e,
analogamente, e-perto de P se min{d(z,y),y € Cp} < e.

2

E necessdrio destacar que a métrica varia conforme a classe de objetos, a sua
representacdo e a propriedade que estd sendo considerada. Por exemplo, para duas strings,

uma métrica possivel € a razdo entre a distancia de Hamming (quantidade de posi¢des em que



as strings diferem) e o tamanho da maior string. ( ) apresenta trés modelos de
representacdo distintos para grafos, os quais possuem uma métrica distinta cada.

Espera-se que a facilidade de determinar se uma instancia nao satisfaz uma propriedade
seja crescente em relacdo a sua distdncia a propriedade: entradas com maior diferenca
apresentam maior probabilidade de oferecer evidéncias nesse quesito.

Considerando essas observagdes, pode-se propor o seguinte relaxamento do problema
de decisdao exata: ao invés de demandar a rejeicdo de toda instdncia que ndo satisfaz a
propriedade, somente exigir que sejam rejeitadas as entradas que estejam longe de satisfazé-
la. Assim, possiveis instancias dificeis sdo ignoradas, o que pode reduzir a complexidade
necessdria para a resolucdo do problema.

Dito isso, pode-se formular uma versdo aproximada do problema de decisdo exata, que

serd chamada no presente trabalho de decisdo aproximada.

Definicao 2.3. (Decisdo Aproximada) Sejam P uma propriedade definida sobre um dominio D,
e € [0, 1] um pardmetro de distinciae d : D x D — [0, 1] uma métrica. O problema de decisdo

aproximada associado a P € o seguinte:

Decisao Aproximada
Instancia:um objeto x € D

Resposta :sim, se x satisfaz P, ou

nao, se x esté e-longe de satisfazer P.

Definicao 2.4. (e-testador) Seja P uma propriedade. Um e-testador para P ¢ um algoritmo
(possivelmente aleatorizado) A que resolve o problema de decisdo aproximada associado a P

com parametro de distancia e.

O comportamento esperado de um e-testador para P quando a entrada € e-préxima
de satisfazer P (mas ndo satisfaz P) € arbitrario. Por isso, a decis@o aproximada deve ser
considerada um problema de promessa (promise problem), uma vez que seu comportamento
ndo € definido para todo o dominio e, assim, deve presumir que todo objeto dado provém de

alguma regido para a qual hd comportamento definido.

2.2.3 Troca de precisao por eficiéncia

Segue das caracteristicas mencionadas acima que o teste de propriedades troca precisao
por eficiéncia. O parametro de distincia e costuma estar atrelado ao tamanho da amostragem
realizada por um testador, o que estd relacionado com a quantidade de consultas realizadas
(indicativo do tempo de execugdo necessdrio) e com a precisao do algoritmo (devido a incerteza
introduzida com a redu¢do da amostra). Assim, espera-se que ambos o tempo de execugdo e a

precisdo sejam decrescentes em funcao de e.



2.2.4 Foco em complexidade de consultas

Como os testadores relacionam-se com a entrada através de consultas, pesquisas na
area de teste de propriedades tendem a voltar o seu foco a complexidade de consultas dos
testadores. De certa forma, esse foco fornece uma estimativa inicial da complexidade de tempo
de um dado testador; e a obten¢do do limitante inferior para a complexidade de consultas
implica um limitante inferior para a complexidade de tempo. Em geral, espera-se que a
complexidade de tempo seja no méximo exponencial em funciao da complexidade de consultas;

e em muitos casos ela € polinomial em relagdo a complexidade de consultas.

2.3 Beneficios potenciais

Nesta secdo, apresentamos algumas situagdes nas quais a troca de precisdo por
eficiéncia feita pelos algoritmos de teste de propriedades pode ser benéfica. Naturalmente, como
os beneficios dependem das especificidades das aplica¢des, limitamo-nos a descri¢io de alguns

cendrios gerais de interesse.

Acesso completo ao objeto € intratavel Seja devido ao tamanho do objeto ou pelo custo de
acesso, existem situagdes em que o acesso completo ao objeto torna-se intratdvel. Nesse
caso, nao ha alternativa a ndo ser fazer uso de algoritmos com nidmero de consultas

sublinear.

Objetos ou apresentam a propriedade, ou estao longe de té-la Aplicacdes nas quais sabe-se
a priori que todos os objetos ou sdo perfeitos (possuem a propriedade), ou sdo “muito

ruins” (longe), ndo precisam tratar objetos “quase bons” (perto).

Objetos perto de ter a propriedade sao satisfatérios Devido a natureza dos testadores, um
objeto aceito pode possuir a propriedade ou estar perto de satisfazé-la, uma vez que o
comportamento para objetos e-perto é arbitrario. E possivel que para a aplicacdo objetos
que quase satisfacam a propriedade sejam tdo bons quanto os que satisfacam; ou que o

custo para modifica-los de forma a satisfazer a propriedade seja razoavel.

Como passo preliminar para outro algoritmo Nos testadores, objetos longe de apresentar
a propriedade sdo rejeitados e objetos perto de apresentar a propriedade podem ser
rejeitados. Quando a quantidade de objetos longe de apresentar a propriedade ndo €
pouca, essa caracteristica pode ser usada para eliminar rapidamente muitos objetos que

nao tém dada propriedade.



2.4 Exemplo: O problema da maioria

Para ilustrar a aplicag¢do do teste de propriedades a um problema, vamos considerar o
problema da maioria:

Seja MAJ = {x : Lﬂl x; > |z|/2} o conjunto dos vetores bindrios em que hd mais
bits 1 que bits 0. Enquanto o problema de decisdo exata para MAJ corresponde ao problema de
decidir se um vetor x pertence ou nao a MAJ, no contexto dos algoritmos de decisdo aproximada
o problema da maioria consiste em decidir se um vetor = de n bits estd em MAJ ou se ele € e-
longe de MAJ. Nesse caso, a métrica é a de Hamming: a distancia entre dois vetores € a fracao
de posi¢des em que eles diferem em relacdo ao tamanho do maior deles.

Nesta secdo, serdo demostradas as seguintes afirmacoes:

e Existe um e-testador que resolve o problema de decisdo aproximada relacionado a MAJ
com tempo O(%) (Pdgina 8);

e Nao hd algoritmo em tempo sublinear que resolva a sua versdo de decisdo exata

(Pagina 11); e

e A aleatorizacdo € uma caracteristica essencial do testador (Pagina 14).

2.4.1 Um c-testador para MAJ

Seja x uma entrada com n = |z| posigdes.

Considere o seguinte testador: o algoritmo consulta a entrada x em m = ¢/ e, ¢ > 3,
posicdes sorteadas independentemente com probabilidade uniforme, denotadas i1,...,%,,, €
aceita a entrada se e somente se a média dos bits sorteados (i.e. >
(1 —€)/2.

Mostraremos que este testador aceita com alta probabilidade toda entrada em MAJ e

ieim) Ti; /m) for maior que

rejeita com alta probabilidade toda entrada e-longe de MAJ.

2.4.2 Corretude do e-testador

Teorema 2.5. Seja A o e-testador descrito na Subsecdo 2.4.1 e x uma entrada para A. Entdo

reMA) = P(A(x)= sim)>2/3;e
x é e-longede MA) — P (A(x) = ndo) > 2/3.

Prova Sejam X;,i € [m], as varidveis aleatdrias definidas da seguinte forma:

0,sexz; = 0;0u
X; =
1,sex; = 1.



EsejaS=m"'Y " X,

Seja também M =n~' Y " | x; a média total da entrada.

Esta prova serd feita em duas partes. Vamos primeiro mostrar que a probabilidade da
média da amostra se distanciar no maximo ¢/2 da média total da entrada é maior que 2/3, ou
seja, )

€
P(s-M<3z)23

Esse fato serd usado ao fim da prova para mostrar que com probabilidade 2/3:
1. Quando z € MAJ, a média da amostra é maior que % e o algoritmo aceita a entrada; e

2. Quando x € e-longe de MAJ, a média da amostra € menor que % e o algoritmo rejeita a
entrada.

Note que a probabilidade p de um bit do vetor x sorteado com probabilidade uniforme

p= Z?:lxi =M
n

ter valor 1 é

Assim, a variancia de S € dada por:

i 5) - var ZE )

var (Zi_—l Xi)
= —=asl -

Zi_—l var (Xi)
- m2

mop(l —
= ZPLEP) (variancia de VA indicadora)
m
mp(1 — p)
m2
_pr(-p)
—

(propriedade da variancia)

(variancia da soma de VA’s independentes)

E a esperanca de .S é dada por:
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Assim,
p(1 —p)
P(|S - M| > <=7
(15 - M| >a) < P
Tomando a = €/2, temos
4p(1 —
P (15— > %) <0 -p)
2 me2

Para se obter M < 1/3, basta observar que

me

€ 1
]P’( —M>—)<—;
S=Mlzg5)<ge
€ 2
P(S—M<_>>_,
| 1=3) 23

provando que a probabilidade da média da amostra se distanciar no méaximo ¢/2 da média total

da entrada € pelo menos 2/3, o que conclui a primeira parte da prova.

Vamos mostrar agora que, com probabilidade pelo menos 2/3:
1. Quando z € MAJ, o algoritmo aceita a entrada; e
2. Quando z é e-longe de MAJ, o algoritmo rejeita a entrada.

Mostramos que, com probabilidade pelo menos 2/3, vale que

S — M| <

DO ™

Ou seja, que

<
N)_I )

—S<S5-M<

DO ™

Em outras palavras,
€ €
M—-=-<S5<-+M.
27 T2 +

Quando x € MAJ, temos que M > 1/2. Nesse caso,
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Como temos que com probabilidade pelo menos 2/3
€
M--<S§5
2 — Y

entdo com probabilidade pelo menos 2/3,

1—c¢
2

< S,

e concluimos que quando = € MAJ, o algoritmo aceita a entrada com probabilidade 2/3.
Quando z € e-longe de MAJ, mais que en dos bits de = precisam ser alterados para que
x € MAJ. Como os bits que precisam ser alterados tém valor 0 em x, temos que M < 1/2 — e.
Nesse caso,
1
M< - —¢e

2

€ € 1 1—c¢
oM< Sy o .
g T <5ty e=—

Como temos com probabilidade 2/3 que
S<i4+M
- 2 )

entdo com probabilidade 2/3,
1—e€

2 )

do que concluimos que quando x é e-longe de MAJ, o algoritmo rejeita a entrada com

S <

probabilidade ao menos 2/3. [

2.4.3 Limite minimo para a decisao exata de MAJ

Teorema 2.6. Qualquer algoritmo aleatorizado que resolva o problema de decisdo exata para
MAJ deve fazer Q)(n) consultas.

Prova Esta serd uma prova por contradi¢do: vamos mostrar que se um algoritmo aleatorizado
A que resolve o problema de decisdo exata para MAJ fizer um niimero sublinear de consultas,
entdo existe uma instancia para a qual ele erra com alta probabilidade, o que nido poderia
acontecer.

Para cada n € N, consideremos dois vetores bindrios X,,, Z,, tais que:
e X, é sorteado uniformemente entre os vetores de tamanho n com L%J + 1bits 1;e

e Z, é sorteado uniformemente entre os vetores de tamanho n com L%J bits 1.
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Disso temos que P (X,, € MAJ) =1eP(Z, € MAJ) = 0.

Vamos primeiro provar que se A consultar a entrada em ¢ posicdes, entdo
P(A(X,) =1) = P(A(Z,) =1)| < Z. Usaremos isso para mostrar que se for realizado
um nimero sublinear de consultas, entdo A terd alta probabilidade de errar a resposta ou para
X, ou para Z,.

E instrutivo visualizar a constru¢do de X, e de Z,, através do seguinte processo:

1. Primeiro, um i € [n] é sorteado uniformemente.

2. Depois, um vetor y de n posi¢des € sorteado uniformemente entre os vetores com

exatamente | 2| bits O cuja posi¢do i vale 0.
3. Entdo X,, «ye Z, < v.

4. Ao fim, X, [i] «+ 1.

Note que se a posi¢do ¢ ndo for consultada, o comportamento de A é o mesmo para X,
e Z,. Assim, A s6 pode apresentar resultados diferentes quando ao menos uma das ¢ consultas
¢ a posi¢ao .

Seja T' entdo o conjunto de todas as sequéncias de ¢ consultas feitas sobre uma entrada

de tamanho n. Vamos destacar os seguintes subconjuntos:

e U C T, as sequéncias sem 7 que fazem A aceitar a entrada;
e Dy, CT,assequéncias com ¢ que fazem A aceitar X,;; e

e D, CT,assequéncias com ¢ que fazem A aceitar Z,,.

Assim, podemos dizer que

P(ACX,) = 1)~ B(A(Z,) = 1)| = | IZ +|T||DXH| - TT||D|
_|1U]+ [Dx,| = U] = D

7]

_ ||Px,| ~ 1Dz, |

T |

Ou seja, que a diferenca entre a probabilidade de A aceitar X,, e a de A aceitar Z,, s6

depende das sequéncias em que 7 estd presente.

Seja entio D C T o conjunto das sequéncias com i. Naturalmente,
0<|Dx,| <|D|e0<|Dg,| <|D| Assim, max{|Dx,|—|Dgz,|} = |D|.
Logo,

P(A(X,) = 1) = P(A(Zy) = 1)] = ‘\Dm‘%

Ipl|
T

< ‘
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O ndmero de sequéncias possiveis é |T'| = n? e o nimero de sequéncias sem i é dado
por [T\ D| = (n — 1)%. Assim, temos |D| = |T| — |T'\ D| =n?— (n — 1)%

DI _|n*=(n—1)°
i
nt (n—1)1
nd nd

E entao

Para provar que |P(A(X,)=1)—-P(A(Z,) =1)| < I, basta observar que
n— q
- (=)' <t
Paratodon > 1, com ¢ = 1 temos

1_(”;1)‘1:

E paratodo k > 1,se 1 — (”—_1)k < %, entdo 1 — (";)k+1 < k—j;l porque

n

1_(n—1>k+1:1_<n—1>k+(n—1
n n n

SEES
I

Provando que se A consultar a entrada em ¢ posi¢cdes, entdo
P(A(X,) = 1)~ P(A(Z,) = 1)| < L.

Vamos mostrar agora que se o nimero de consultas realizadas por A for o(n), entdo A
terd alta probabilidade de errar a decisdo ou para X,,, ou para Z,,.

Se ¢ for o(n), entdo como |P (A(X,) = 1) =P (A(Z,) = 1)| < £, a probabilidade de
A devolver a mesma resposta para X,, e Z, aumenta a medida que n aumenta. Isso significa
que, caso ela acerte com alta probabilidade a resposta para um dos vetores, entdo ela também
errard com alta probabilidade a resposta para o outro.

Logo, se A realiza um nimero sublinear de consultas, entdo A apresenta com alta
probabilidade a resposta errada para alguma instincia. Assim, A deve realizar 2(n) consultas

para responder corretamente todas as instancias. 0
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2.4.4 Necessidade de aleatorizacao

Teorema 2.7. Qualquer algoritmo deterministico que distinga entre entradas em MAJ e

entradas 0,5-longe de MAJ precisa realizar ao menos 5 consultas, onde n é o tamanho da

entrada.

Prova Mostraremos que se A € um algoritmo deterministico que faz ¢ < 3 consultas e aceita
todas as instancias positivas, entdo ele também aceita o vetor z; que possui apenas zeros, o qual
¢ 0,5-longe de MAJ.

Considere a execugdo de A em que todas as posi¢des consultadas possuem valor 0, e
chamemos o conjunto das posi¢des consultadas de (). Naturalmente, o vetor z, € consistente
com essas respostas.

Por outro lado, considere o vetor x tal que em toda posi¢do 7 € () o seu valor é 0 e em
todas as outras posicoes o seu valor € 1. x também € consistente com uma execucao dessas. No
entanto, note que como A realiza ¢ < 3 consultas, entdo x contém mais que 3 bits 1. Ou seja,
x € MAJ.

A age de maneira similar tanto para x, quanto para z,. Como A aceita x, entdo A
também aceita z.

n

Logo, qualquer algoritmo deterministico que faga menos que 7 consultas falha em

distinguir instancias em MAJ e instancias que estdo 0,5-longe de MAJ. [
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Capitulo 3
Um testador para CLIQUE

Em ( ), os autores introduzem o problema da p-CLIQUE e
apresentam um testador para a versdo de decisdo aproximada desse problema. Para isso,
apresentam primeiro um algoritmo chamado Encontrador de Quase-Clique que, dado um grafo
com uma clique de tamanho ¢, devolve um conjunto de ¢ vértices perto de ser uma clique. Em
seguida, € apresentado o Testador de Grau da Clique, que é uma modificacdo do encontrador.

Comecaremos este capitulo estabelecendo o formalismo de que necessitamos para o
estudo desse algoritmo (Secdo 3.1) e apresentando o modelo denso para grafos, proposto em

( ) para o estudo de teste de propriedades em grafos (Secdo 3.2). A seguir,
apresentamos brevemente o problema da clique e definimos o problema da p-CLIQUE (Sec¢do 3.3).
Enfim, discorremos acerca do testador apresentado em ( ) para a p-CLIQUE
(Secdo 3.4 e Secao 3.5).

3.1 Grafos

Dados um conjunto S e um inteiro k, o conjunto de subconjuntos de S de tamanho k é
denotado (7). E importante observar que |(7)| = (¥).

Um grafo G é um par (V(G),E(G)), onde V(G) é um conjunto finito e
E(G) C (V(f)). Cada elemento de V' (G) é chamado um vértice de G e cada elemento de E(G)
é chamado de uma aresta de G. Quando E(G) = ('), dizemos que o grafo é completo.

Um vértice v é vizinho de uw em G se {u, v} é uma aresta de G. A vizinhanga do vértice
vem G € o conjunto de seus vizinhos em G e é denotado I';;(v). A vizinhanga do vértice v num
conjunto de vértices S serd denotado I'g(v) e corresponde ao conjunto dos vizinhos de v em S
(ie. I's(v) :=Tg(v) NS).

O grau do vértice v em G € o niimero de vizinhos de v em G e serd denotado deg(v).
O grau de um vértice v em relacdo a um conjunto de vértices S serd denotado degq(v) e

corresponde a quantidade de vizinhos que v possui em S (i.e. degg(v) := |I's(v)]).
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Um grafo H ¢é dito subgrafo de G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Dado um conjunto de vértices S C V(G), o subgrafo induzido por S em G é o grafo
GIS] = (S, E(G) N (3))-

Uma clique em G é um subconjunto de V' (G) que induz um subgrafo completo. Uma
clique é maximal se ndo estd contida em alguma outra clique e é mdxima se o seu tamanho € o
maior dentre os tamanhos das cliques em GG. O tamanho de uma clique maxima de GG é também
chamado de niimero de clique do grafo e é denotado w(G).

Dado um parmetro de distdncia ¢ € [0,1], uma e-quase-cliqgue é um conjunto de
vértices C' C V(G) tal que C' é e-préxima de uma clique de tamanho |5 |. Uma p-clique é uma
clique de tamanho p|V (G)|. Enfim, denotaremos por C%; os grafos de N vértices que consistem
numa p-clique acompanhada de (1 — p) N vértices isolados.

Dois grafos G e H sdo isomorfos se existe uma bije¢do f : V(G) — V(H) tal que
para todo u, v € V(G) vale que

{u,v} € BE(G) <= {f(u), f(v)} € E(H).

3.2 Modelo Denso para Grafos

No estudo de teste de propriedades, a maneira com que objetos sdo representados
determina que tipo de consultas podem ser realizadas e a medida de distancia. Para o estudo
de testadores, Goldreich propde trés modelos para a representacdo de grafos ( , ).
Dentre esses modelos estd o modelo denso para grafos (ou modelo de matriz de adjacéncia),
usado para o estudo do testador que serd apresentado adiante.

No modelo denso, um grafo G é representado por uma funcdo booleana
g : V(G) x V(G) — {0,1} tal que g(u,v) = 1 se e somente se u e v sdo vizinhos em G
(.e. {u,v} € E(Q)).

Sejam GG, H dois grafos e g, h as respectivas fun¢des booleanas que as representam no
modelo denso. Caso |V (G)| = |V (H)|, definimos a distancia d(G, H) entre os grafos G e H
como sendo a fragdo minima de g e h que deve ser alterada para que G e H sejam isomorfos.

Se |[V(G)| > |V(H)|, entdo consideramos o grafo H’ que corresponde ao grafo
H aumentado em |V (G)| — |V(H)| vértices isolados e definimos d(G,H) = d(G,H').
Naturalmente, é sempre verdade que d(G, H) = d(H, G).

3.3 O problema da clique

O problema de decisdo exata da CLIQuE € definido da seguinte forma:

Clique (CLIQUE)
Instancia :um grafo G e um inteiro k.

Pergunta : G tem clique de tamanho £?
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Sua versdo de decisdo é um dos problemas apresentados em ( ) e trata-se
de um problema NP-completo ( , ), do que conclui-se que sua versdo de
otimizagdo é N P-dificil. O problema da clique figura entre os problemas combinatdrios mais
estudados e possui muitas aplicagdes praticas em outras dreas do conhecimento.

( ) € uma resenha sobre ele e apresenta varios apontamentos nesse quesito.
Dado p € (0,1], o problema de decisdo exata da p-Clique é definido da seguinte

maneira:
p-Clique (p-CLIQUE)
Instancia: Um grafo G

Pergunta : A maior clique de G tem tamanho pelo menos p|V (G)|?

O problema da p-CrLiQuE pode ser definido em termos do conjunto C, dos grafos G
cuja maior clique tem tamanho pelo menos p|V (G)| (i.e. C, := {G : w(G) > p|V(G)|}). Note
que p-CriQuE e CLIQUE estdo relacionados no sentido que quando p = % elas sdo problemas

equivalentes.
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3.4 Encontrador de Quase-Clique

Algoritmo 1: Encontrador de Quase-Clique (ENCONTRAp)
Entrada:Um grafo G de N vértices com clique de tamanho p /N

Saida :Uma e-quase-clique C' de tamanho pN
f e {ctf”‘)g%/(“ﬂ

" (Crplogg/(ea))]
U < t vértices de V(G) selecionados uniformemente
W < r vértices de V(G) selecionados uniformemente
para cada U’ C U de tamanho [t2] faca
TU)«+{veV(G):Tglv)nU =U"}
WU« {weW : T¢(w)nlU' =U"}
_ C(U') + pN vértices de T'(U’) com maior [I'(v) N W (U')]
C <+ C(U’) computado que minimiza d(C'(U"), C%)
devolva C
Na constru¢do do testador para p-CLIQUE em ( ), Os autores

apresentam o Encontrador de Quase-Clique (descrito no Algoritmo 1): um algoritmo que, dado
um grafo GG de N vértices com uma clique C' de tamanho p/N, encontra com probabilidade pelo
menos 1 — § um conjunto de vértices C' C V(G) tal que |C| = pN e C é uma e-quase-clique,
onde 0 € [0, %) ¢ a probabilidade de erro do algoritmo.

Durante a prova da corretude do encontrador que apresentaremos em Subsecao 3.4.2,
assumiremos que € < p?, uma vez que a distAncia maxima que um grafo arbitrdrio pode estar
de ter uma clique de tamanho pN é p?.

Nesta secdo, explicaremos a intui¢do por trds deste algoritmo (Subsecdo 3.4.1) e
forneceremos os apontamentos suficientes para a prova de sua corretude (Subsecdo 3.4.2),
tomando como referéncia o que foi apresentado em ( , , p- 694 - 699) e
explicitando etapas da prova ndo detalhadas no trabalho original. Enfim, discutimos que valores

seriam adequados para as constantes ¢; e ¢, do algoritmo (Subsecdo 3.4.3).

3.4.1 Intuicao do algoritmo

Antes de apresentar a intui¢do do algoritmo, vamos definir o seguinte conceito, que

sera usado diversas vezes durante a discussdo do encontrador e do testador.

Definicdo 3.1. (Vizinho de todo X) Seja G um grafo e X C V(G) um subconjunto de seus
vértices. Dizemos que um vértice v € V (G) é vizinho de todo X se e somente se ele for vizinho

de todos os vértices em X. Ou seja,

v é vizinho de todo X <= I'x(v) = X \ {v}.
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Figura 3.1: Relaxamento considerado pelo algoritmo.

Note que se v € X, basta que ele seja vizinho de todos os outros vértices em X. Denotaremos

por T'(X), o conjunto de todos os vértices de V' (G) que sdo vizinhos de todo X, isto &,
T(X):={veV(Q) : Telv)Nn X =X\ {v}}.

Para entender o algoritmo ENcoNTRAp , considere o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja G um grafo de N vértices que possui uma clique C. Entdo o conjunto com

os |C| vértices de maior grau em G[T(C')| forma uma clique.

Prova Cada ¢ € C estard em T(C) porque c é vizinho de todo vértice em C' \ {c}. Além
disso, como cada v € T'(C') é vizinho de todos os vértices de C, entdo c¢ serd vizinho de todos
os outros |1'(C')| — 1 vértices de T'(C); e terd o maior grau que um vértice em 7'(C') pode ter.
Como ¢ possivel que existam outros vértices ¢ € T'(C') que ndo pertencem a clique,
podemos afirmar que hd pelo menos |C| vértices em T'(C') de grau |T(C')| — 1 (podem existir
mais). Assim, ao ordenar os vértices de 7'(C') pelo seu grau em G[T'(C')], temos garantidamente
que os primeiros |C| vértices sdo vizinhos de todo o T'(C') e, portanto, sdo vizinhos entre si —

ou seja, uma clique. 0

O algoritmo faz uso do seguinte relaxamento: considere uma amostra U’ C C. Todo
vértice vizinho de todo C' é também vizinho de todo U’. No entanto, podem existir vértices
vizinhos de todo U’ que ndo sejam de todo C' (Figura 3.1). Caso U’ seja grande o suficiente,
hd alta probabilidade de que quase todo vértice em 7'(U’) seja vizinho de quase todo C'. Nesse

caso, os |C/| vértices de maior grau em G[T'(U’)] estardo préximos de ser uma clique.
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Figura 3.2: Cenério considerado pelo algoritmo com estimativa de grau. A regido sombreada
corresponde a W (U").

Essa amostra U’ é encontrada selecionando uniformemente um conjunto de vértices
U C V(G) de tamanho suficiente e considerando todos os seus subconjuntos U’ de tamanho
|U|5. Mostraremos posteriormente que hd alta probabilidade de |[U N C| > |U|% e, portanto,
um desses U’ se enquadrard nas condi¢des do paragrafo anterior.

Uma dltima alteracdo feita é a de estimar o grau de cada v € T(U’), ao invés
de computéd-lo exatamente. Isso, apesar de ndo ser necessdrio pra eficiéncia do algoritmo,
simplifica a anélise do testador que serd apresentado posteriormente.

A estimativa é feita ao selecionar uniformemente outro conjunto W C V(G). Para
cada U’, fazemos W (U’) ser o conjunto dos vértices de W vizinhos de todo U’ (isso pode ser
visto como amostrar 7'(U")), como ilustrado pela Figura 3.2. Entdo ordenamos os vértices de

T(U") de acordo com o seu grau em W (U’), ao invés do seu grau em G[T'(U")].

3.4.2 Prova de corretude

Dada a intui¢do do algoritmo, a prova de sua corretude consiste em atestar a veracidade

das seguintes afirmagdes:

e Um conjunto U C V/(G) de tamanho suficiente sorteado uniformemente tem alta

probabilidade de conter uma boa amostra U’ C U da clique C'. (Pagina 21)

e Quando |T'(U’)| > |C|, um conjunto W C V/(G) de tamanho suficiente sorteado
uniformemente tem alta probabilidade de oferecer boas estimativas de grau para vértices
em T'(U"). (Pagina 26)
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e Se U’ é uma boa amostra de C' e WW oferece boas estimativas de grau para T'(U’), entdo os

C'| vértices de maior grau segundo W em T'(U’) formam uma quase-clique. (Pdgina 28)
g g q q

Uma boa amostra da clique

Antes de mais nada, € necessario definir mais precisamente o que faz de um conjunto

uma boa amostra da clique, que chamaremos de conjunto €;-clique-representativo.

Definicao 3.3. (Conjunto ¢;-clique-representativo) Dado um grafo GG de N vértices com clique
C' de tamanho pN e €; < p, um conjunto U’ C V(G) é €;-clique-representativo (em relagdo a
('), se para a maior parte dos vértices v vizinhos de todo U’, o vértice v é também vizinho de
pelo menos (p — 1) N vértices na clique. Ou seja, que para ao menos (1 — ;)N vértices de G
vale que

Te(v)] < (p—e)N = Tp(v) £ U". (3.1)

Dito isso, vamos provar (Coroldrio 3.6) que se um conjunto de vértices U C V(G) de
tamanho ¢ for sorteado uniformemente, entdo ha alta probabilidade de existir um U’ C U de
tamanho t' = £t que seja €;-clique-representativo.

Para isso, mostraremos que

1. (Teorema 3.4) Se U tiver tamanho suficiente ¢, entdo had alta probabilidade de
UNC|=5te

2. (Teorema 3.5) Um conjunto U’ C C'de t' = 5t vértices sorteados uniformemente em C'

possui alta probabilidade de ser €;-clique-representativo.

€1p
Seja U um conjunto de t vértices sorteados uniformemente num grafo G de N vértices com

Teorema 3.4. Sejat > c <M>, para uma certa constante positiva c e seja €, € [0, p).

clique C de tamanho |C| = pN. Entdo, com probabilidade pelo menos 1 — g, temos (UNC| >
2t
bt

Prova Sem perda de generalidade, consideremos U = {uy,us,...,u;}. Sejam U; : i € [t],

varidveis aleatdrias definidas da seguinte forma:

1, seu; € C;ou

0, seu; ¢ C.

U; =

Observe que >/, U; = [UNC).
Seja também p a probabilidade de um vértice de GG sorteado uniformemente pertencer

a clique C'. Entao
o= LG _ PN _

V@ NP
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Como cada U; é uma varidvel de Bernoulli com probabilidade p, entdo a média m de

suas esperangas € dada por

S L EU
t
:Zﬁzlp
t
lp
:7_p:p

Por uma cota de Chernoff multiplicativa (Apéndice A), temos que Vo € [0, 1],

t
P (t_l Z U < (1— a)m> < e mi/2, o
=1

P UNC|<(1-a)) < e, ¢
P(|UNC| < (1—a)pt) < e @ P2

Tomando o = 3, temos que
1 —pt/8
P |UﬂC’|<§pt < e e

Para se obter

1 )
P (]Uﬁ Cl < §pt) <e P8 < 7

€ necessdrio que

e P8 < g;e
)
pt/8 > —log (Z) ie
1 )
bo _glosd)

Por defini¢do, t > ¢ <M>, para algum c positivo. Assim, basta encontrar c tal

€1p
que
Jog(1/(erd))  (log(6/4)
€1p P

Como ce/(c19)
e1p

) ¢ decrescente em funcdo de €, que esta restrito ao intervalo [0, 1],
entdo ela atinge seu valor minimo em €; = 1. Ou seja,

Jog(1/(e1d))  log(1/0)

€1p p
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Dessa forma, para a conclusdo que queremos, basta definir um c tal que

Jog(1/8) __ log (5/4
p p
clog(1/9) > 8log (4/9); e

log (4/9)

c> 8—10g(1/5)'

, €

log (4/9)

A funcdo 8log /s

, por sua vez, é crescente. Como § € [0, %), entdo basta que

log8

c>8 24.

log2
Logo, ao tomar ¢ > 24, temos que

J

P8 < 2
¢ 1

Entao tomando «« = % et > 24%, temos

)
IP’<|UﬂC| < gt) <e P8 < e

p )
P(lUnc>2t)>1-%.
| 2 2 4
E concluimos que, com probabilidade maior que 1 — /4, o tamanho de U N C' é pelo

menos gt. O

Teorema 3.5. Sejamt > c <w>, para uma certa constante positiva ¢, com €, € [0, pl;
et = £t. Seja G um grafo de N vértices com cliqgue C' de tamanho |C| = pN; e seja U' um
conjunto de t' vértices sorteados uniformemente em C. Entdo, com probabilidade pelo menos
1-— %, o conjunto U’ é e1-clique-representativo.

Prova Lembramos que para U’ ser ¢;-clique-representativo, ao menos (1 — €;) N vértices de
G devem satisfazer a Equacio 3.1, ou seja, para a maior parte dos vértices v de GG, se v é vizinho

de todo U’, entdo ele é também vizinho da maior parte da clique, isto €,
Te(w)] < (p—€e)N = Tp(v) £ U

Naturalmente, todo v € C' satisfaz a Equacdo 3.1. Vamos entdo verificar os casos em
quev € V(G)\ C.
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Seja X (v) o evento “v ndo satisfaz a Equacdo 3.1”. Note que para que X (v) acontega,
v deve ser simultaneamente vizinho de menos que (p — €1) N vértices de C' e vizinho de todo
Ul

A probabilidade g(v) de um vértice sorteado uniformemente em C' ser vizinho de um
vértice v é dada pela razdo entre a quantidade de vizinhos de v em C' e o tamanho de C, isto é,

_ [Fe(v)]

Quando X (v) ocorre, temos |I'c(v)| < (p — €1)N. Ento,

p=e)N _| a

glv) <
(v) N p

E como ¢; < p < 1, entdo,
g(v) <1—¢.

A probabilidade de X (v) paraum v € V(G)\C, entdo, € a de se sortear uniformemente

t’ vértices em C' que sejam vizinhos de v considerando que |I'c(v)| < (p — €1) V. Ou seja,

!

P(X(v) = g(v)" < (1—ea)".

Como t/ = gt et > cw, para uma certa constante c positiva, entao

¢ log (1/(16))
P(X(v)<(l—¢€)2 =
Aplicando algumas identidades logaritmicas, temos

c log (1/(e19)) clog (1/(1—¢1))
(1 — 61)2 €1 = 61(5 2 €1

Note que tomando ¢ = 20/0=9) temos que ¢ > 1 para todo ¢; € [0, 1]. Assim,

€1

/

P (X(v)) < (16)5.

E portanto
P (X (v)) < €16(e10)2¢ 2.

Como ¢, € [0,1] e d € [0, 1), entdo

1
O§€15<§
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E assim, tomando ¢ > 24,
. NN 1
e t< (=] <=
(€19) <2> 4

615
1 .

Sejam X, : v € V(G) \ C, as varidveis aleatrias assim definidas:

Enfim, temos que

P(X(v)) <

1, se X(v); ou
X, =
0, caso contrério.

eseja X = ZveV(G)\C X, a quantidade de vértices que violam a Equacdo 3.1.
Pela desigualdade de Markov (Apéndice A), temos que para toda constante
a >0, )
P(X <aE[X])>1——.
a
A esperanca de X € dada por:
4]
EX]= Y E[X]<N-P(X@) <N
VeV (G)\C

Tomando a = %, temos

o
P(X <eN) >1_Z’
de onde concluimos que, com probabilidade pelo menos 1 — g, ha no médximo €; NV vértices que

violam a Equacio 3.1; e portanto, U’ é ¢;-clique-representativo. [l

Corolario 3.6. Sejat > ¢ (W) , para uma certa constante positiva ¢, com ¢; € [0, p).
Seja U um conjunto de ¢ vértices sorteados uniformemente num grafo G com clique C' de
tamanho |C| = pN. Entdo, com probabilidade pelo menos 1 — %, o conjunto U contém um

conjunto €;-clique-representativo em relagdo a C' de tamanho £t.

Prova Pelo Teorema 3.4, a probabilidade de |U N C| > §t € pelo menos 1 — g. Dado um
conjunto U’ C UNC' de tamanho ¢’ = £t, temos pelo Teorema 3.5 que, com probabilidade pelo
menos 1 — %, o conjunto U’ é €;-clique-representativo. Assim, a probabilidade de U conter um

conjunto €;-clique-representativo de tamanho £t é de pelo menos

2 2
AN SO B B |
4 2 16 2
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Um bom estimador

Agora, provaremos (Teorema 3.8) que se um conjunto de vértices de tamanho
suficiente 7 for sorteado uniformemente, ele serd um bom estimador de graus para um conjunto
arbitrario 7' de pelo menos p/N vértices do grafo.

Para isso, € necessdrio formalizar o que caracteriza um conjunto que ofereca boas
estimativas de graus para um conjunto de vértices 7'. Diremos que um conjunto desses € eo-

representativo em relacdo a 7'.

Definicdo 3.7. (Conjunto e;-representativo) Dado um grafo G' e um conjunto 7' C V(G), um
conjunto W C V(G) é ey-representativo em relagdo a 1" se para ao menos (1 — e3) N vértices

de G vale que
degyr(v) B degy(v)
W N

S €. (32)

Lembramos que, dado um conjunto @ € V(G), degy(v) € o grau do vértice v em G[Q] e

equivale a [['g(v)| = [T'g(v) N Q).

log (1/(€29))
2

€5p

e sejaT C V(G). Suponha que |T| > pN e que W é um conjunto de r vértices de V(G)

Teorema 3.8. Sejam r > c ( ) para uma certa constante positiva ¢, onde €5 € [0, 1];
sorteados uniformemente. Entdo a probabilidade de W ser ey-representativo em relacdo a T é
ao menos 1 — %.
Prova Comecamos mostrando que a probabilidade de um vértice ser tal que a Equacgdo 3.2
ndo vale para ele é menor que %. Isso serd usado para mostrar pela desigualdade de Markov
que a probabilidade de que menos que €3 /N vértices ndo satisfacam a Equacdo 3.2 € maior que
1-— %, caso em que W € ey-representativo em relacdo a 7.

Consideremos sem perda de generalidade que W = {w;,...,w,}. Sejam W;(v):

i € [r],v € V(G), as varidveis aleatérias definidas da seguinte maneira:

1, se w; € vizinhode v e w; € T'; ou
WZ(U) = )
0, caso contrario.

Observe que W (v) = > _7_, Wi(v) = degynp(v).
Seja p(v) = el

ser vizinho de v e estar em 7'. Entdo temos que E [V (v)] = >_._, E [W;(v)] = rp(v).

a probabilidade de um vértice sorteado uniformemente em V' (G)



Por cotas de Chernoff aditivas (Apéndice A), temos que para todo « € [0, 1],

r

(W:(U) L

r

(T, EWOL, )
P < £

Disso, obtemos que

"

Tomando o = €9,

"

Por defini¢do, r > ¢ <M> , para uma certa constante c. Assim,

degyyr(v) _ degy(v)
r N

2
> a) < e 2,

degyyrr(v) _ degy(v)
r N

> 62) < e 2T,

2
€5p

1 )
—26%’)" > ZC—Og (& );

p

E entao

_ 9.2 2¢ ], 2
e725" < e 820 — (,5)°.

9.2
Para que e 22" < %, basta encontrar c tal que

2 1
625(625)56_1 < 6251.

Como e, € [0,1] e d € [0, 3), entdo

1 1
625 < 5 - (625)2 < Z
Assim, basta encontrar c tal que
2
—c—1>2;e
p
S 3
c> —=p.
> 20
Logo,com o =€y e ¢ > gp temos que
degy~r(v)  degg(v) €20
P i et > < =
< r N “2) =y

27
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O que conclui a primeira parte da prova. Agora vamos mostrar que a probabilidade de
que menos que €5 N vértices ndo satisfacam a Equacio 3.2 € maior que 1 — g.

Seja X (v) o evento “v ndo satisfaz a Equacdo 3.2” e sejam X, v € V(G), as varidveis
aleatdrias definidas da seguinte forma:

1, se X (v); ou

0, caso contrario.

esejaX =5
Pela desigualdade de Markov (Apéndice A), temos que para toda constante a > 0,

@) X, a quantidade de vértices que ndo satisfazem a Equacao 3.2.

P(X<aE[X])>1—%.

A esperanca de X é

E[X]= Y E[X,)=NP(X(v)<N—.
veV(Q)

Assim, tomando a =

Sl

, temos
)
P(X<€2N) > 1—1

Portanto, com probabilidade maior que 1 — %, o conjunto W € e,-representativo em

relagio a 7. L

Obtencao da quase-clique

Mostraremos agora (Coroldrio 3.10) que dados um conjunto U’ que seja €;-clique-
representativo em relagdo a clique C' (Definicdo 3.3) e um conjunto W que seja es-
representativo em relagdo a 7'(U’) (Definicao 3.7), os |C| vértices de T'(U’) com maior
degyy 77y (v) formam uma quase-clique.

Para isso, mostraremos primeiro (Teorema 3.9) que se uma boa parte dos vértices de

um conjunto C' C T(U’ ) tiver degr ;1) (v) grande o suficiente, entdo C' é uma quase-clique.

Teorema 3.9. Seja ¢; < i e € = e5. Seja U' e -clique-representativo em relacdo a C' e

T =T(U'). Seja a tal que aN € o grau em T do (p — €2) N-ésimo vértice de T com maior grau
emT. Seja C C T um conjunto de tamanho pN que contém pelo menos (p — 3e2) N vértices

com grau em T pelo menos (o — 2¢5)N. Entdo C forma uma 9e>p-quase-clique.
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Prova Para esta prova, é necessdrio retomar a no¢do de conjunto e;-clique-representativo
(Defini¢ao 3.3). Lembramos que para U’ C V(G) ser e;-clique-representativo em relagdo a

clique C, ao menos (1 — €1) N vértices de G devem satisfazer a Equacio 3.1, isto é,
T(v)NC|<(p—e)N = T(v)NU" £U".

Claramente, 7" O C. Seja H o conjunto dos vértices de 7' fora de C' com muitos

vizinhos em C, mais precisamente,
H={veT\C:|I'(v)NC| > (p—e€)N}.

Sejatambém R =T\ (C'U H) (i.e. oresto de 7).

Note que R é composto por vértices de 1" que ndo estdo em C' U H. Um vértice
que esteja nessa situacdo é a0 mesmo tempo vizinho de todo U’ e vizinho de menos que
(p — €1)N vértices em C, o que significa que ele ndo satisfaz a Equacdo 3.1. Como U’ € €;-
clique-representativo, segue que |R| < €1 V.

Temos que

> v degr(v) S H{(u,v) :u,v € Cou## v} +|{(u,v) :ueCve H}
] B ||
o ICP = IC + [HI(p — )N
- Cl
>pN—1+|H|—%N.

Denotaremos esse limite inferior da média dos valores de deg;.(v) para v € C por fi,,
isto é,
€
,um:pN—l—l—|H\—;1N.

Por outro lado, o valor maximo de deg,(v) para v € C' € limitado superiormente por
|T|—1=(|C|+|H|+|R|) —1 < pN — 1+ |H|+ €, N. Denotaremos esse limite superior por

o =pN — 1+ |H|+ e N.

Assim, a diferenca entre o valor maximo e a média de degT(v), comv € C, € menor
que Opr — f = (€1 + 6EI)N.
Pela desigualdade de Markov (Apéndice A), conseguimos que para toda constante

positiva k,

.,
k’
{vec aogo < (s 1m-28) —k(a+2) v} | < EL

{v e C:degp(v) < pim — K(0ar — pm) }| <
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Usando k = p/es, temos |C|/k = €N e k(er + <) < 2e;. Assim, pelo menos
(p — €2)N vértices em C' t€m degy(v) de pelo menos pN + [H| — <N — 2e;N. Como
€1/p=€/p, e < €/pee < p* temos que o, como definido no enunciado, satisfaz

|H|

T —(|R C T
QZP+W—362:p+| [ = (& +] ‘)—362>|—’—4€2.

N N

Pelo enunciado, temos que ]5 | = pN. Além disso, denotando Z C Co conjunto dos
vértices v em que deg,.(v) > (o — 2¢2) N, temos pelo enunciado que |Z] > (p — 3e2) N. Pelo

que acabamos de demonstrar acerca de «, temos para cada v € Z,

degs(v) > degp(v) — [T\ C
> [(|IT] = 46,N) — 26,N] — (|T| — pN)
= (p — 6ez)N.

Somando os graus (em 5) de todos os vértices em C, obtemos

Z degs(v) > Z degs(v)

Vel vez
> [Z]((p — 6e2)N)
> (p — 3e2)(p — Gex) N?
> (p? — 9e3p)N? = |C? — 9e3pN2.

Segue que C esté e, p-perto de ser uma clique e entdo o grafo induzido por C satisfaz

a proposicao. U

Corolario 3.10. Sejam C' uma p-clique em G, €3 < § e €, = ¢5. Suponha que U’ C C €
e1-clique-representativo em relagdo a C' e que W é ey-representativo em relagdo a 7' = T'(U’).
Entdo o conjunto dos pN vértices de maior d(v) := deg,y~,(v) estd 9esp-perto de ser uma

p-clique.

Prova Para esta prova, retomamos a defini¢do de conjunto ey-representativo (Definicao 3.7).
Dado um conjunto 7' C V/(G), dizemos que um conjunto de vértices W C V(G) € e-
representativo em relagdo a 7' se para ao menos (1 — e3) NV vértices de G vale a Equagio 3.2,

isto €,

degynr(v) _ deg(v) <e
LU

Seja Co conjunto de pN vértices de 7' com maior d.
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Dado que W é es-representativo em relagdo a 7', segue-se que pelo menos (1 — €3) N

vértices de V' (G) satisfazem
(v) _ degy(v)
wi= N

— €9.

Seja « como definido no Teorema 3.9. Entdo deg,(v) > «alN para pelo menos
(p — €2) N vértices em T'. Assim, temos que pelo menos (p — 2¢2) N vértices de 7" satisfazem
d(v)

— > o — €.

W

~

Como C contém vértices de T com os maiores d, ele deve conter pelo menos
(p — 2€2) N vértices em que d(v) > (a — &) |WW].

Por outro lado, sendo W ey-representativo, é verdade que deg,(v) < (C‘lgj‘) — €2> N
para no maximo ey /N vértices de G. Disso, concluimos que C' contém pelo menos

(p —2e3) N — 2N vértices de deg,(v) pelo menos

d(v) (a —e)|[W]|
<_ _62) N > (T — 62> N > (a —2¢)N.

Enfim, como U’ é ¢;-clique-representativo, pelo Teorema 3.9 temos que C estd

9eq9p-perto de ser uma p-clique. 0

3.4.3 Valores das constantes

O sucesso de EncontrAp depende de que o Coroldrio 3.6, o Teorema 3.8 e o
Coroldrio 3.10 possam ser aplicados durante a execu¢do do algoritmo, implicando a obten¢do
de uma e-quase-clique. Assim, é necessdrio definir que valores de c¢; e ¢, sdo adequados para
que o algoritmo funcione devidamente.

Como do Corolério 3.10 temos a obtencao de uma 9¢,p-quase-clique e queremos uma

. 2
e-quase-clique, podemos tomar €y = gip < ﬁ e =€ = 57.

log (1/(€19)

Valor de ¢; Da prova do Coroldrio 3.6, precisamos que ¢t > 24 ). Assim, temos que

o 108 (1/(19) _ ) o plog(81p%/(€29))

t >
€1p €2
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plog (1/(c0)

Do Algoritmo 1, temos t = ¢; . Assim, precisamos encontrar c; tal que

PR () L plog(8152/(€5)
log (812/(26))
a2 S e (1)

Como % € crescente em fungdode p < 1,ded < % ede e < 1, entdo fixando

¢ tal que

log (81 -12/(1%- 1)) log (162)

c >24-81 Tog (1/(1 - %)) = 1944m ~ 14268.67
temos um valor adequado de ¢; para quaisquer valores de €, e p.
Valor de ¢, Da prova do Teorema 3.8, precisamos que r > % plog(leé%. Assim, € necessario
que
, gplog(leggeﬁ)) _ gglpplog (25/(55)).

plog (1/(ed))
62

Mas como do Algoritmo 1 temos r = ¢, , entdo precisamos de um c, tal que

. Plog (1/(<0) §81pp10g (9/(0)).
" €2 2 €2 ’
3 o, Plog (9p/(€d))

> 3% g (1/(e0))

E como % € crescente em funcdode p < 1, e < led < %, entdo basta que

1-1 9.1/(1-1
o5 3 ilog(9-1/(-3) _ 243log(18)

27 log(1/(1-1)) 2 Tog(2) 000

o qual serd um valor adequado para todo ¢, ¢ e p dados.
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3.5 Testador de Grau da Clique

Algoritmo 2: Testador de Grau da Clique (TEsTAp)
Instancia: Um grafo G

Resposta : sim,se G € C,; ou
néo , se G estd e-longe de C,,.

f e (Ctplog (;/(ai))]

e {crplog“!(“w

m {CmHlofz(l/d)
U < t vértices de V' (G) sorteados uniformemente
W < r vértices de V(G) sorteados uniformemente
S ={s1,...,8m} < m vértices de V(@) sorteados uniformemente
para cada U’ C U de tamanho [t2] faca
SU") «{seS:Ta(s)NU' =U"}
WU «{weW:I'glw)NnU" =U"}
se |S(U")| < |pm] entao
CU") « S(U")
senao
C(U") « | pm| vértices de S(U”) com maior |T(v) N W (U')]
se
(Condicao 1) |C(U")| > (p — €/80)m; e
(Condigdo 2) |{(s2k—1, 52x) € (C(U") x C(U")) \ B(G)}| < %2 entdo

devolva sim
devolva ndo

Lembramos que C), é definido como o conjunto de todos os grafos que possuem p-
clique, isto é C), := {G : w(G) > p|V(G)|}.
Observe que EncontrRAp, como descrito no Algoritmo 1, constr6i para cada U’ um

candidato a e-quase-clique C'(U’) através da ordenacdo dos vértices de 7'(U’), os vizinhos de
todo U’. Como T'(U’) deve ter tamanho pelo menos |C| = p/N para conter uma quase-clique, a
construgdo de C'(U’) leva tempo pelo menos linear em fungdo de pN.

O testador Testap descrito no Algoritmo 2, por sua vez, coleta uma amostra C (U') de
C(U’) para cada U’ evitando a constru¢ao de cada candidato e determina através disso se C'(U")
€ uma e-quase-clique. Isso é feito através de um conjunto adicional de vértices S e considerando
a ordenacdo dos vértices de S vizinhos de todo U, isto é, S(U') = SNT(U").

3.5.1 Prova de corretude

A corretude do testador provém de duas observacoes:

1. Com alta probabilidade, existe uma iteracdo em que os conjuntos U’ e W possuem as

caracteristicas necessdrias para que o Coroldrio 3.10 possa ser aplicado; e
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2. O conjunto S é uma boa amostra de T'(U’).

Nesta secdo, provaremos esta segunda observacdo (Teorema 3.12) e demonstraremos
a corretude de ENconTrRAp (Coroldrio 3.13).  No entanto, antes disso provaremos a

Proposicdo 3.11, que serd usada no Teorema 3.12.

Proposicao 3.11. Seja S = {s1, ..., S} um conjunto de m vértices sorteados uniformemente,
comm > %, sendo t > 0 e e3 € [0, 1]. Entdo, para qualquer conjunto de vértices X,

3

Snx| x| 5
p (A 14 Ogt,
(’ m N| %) 16

Prova Sejam Z; : i € [m], as varidveis aleatdrias assim definidas:

1,ses; € X;ou
Z; =

0, caso contrario.

esejaz = mle a média de todos os Z;. Note que > " | Z; = |S N X|.

Seja também p = % a probabilidade de um vértice sorteado uniformemente em GG
estar em X . Entdo SR (Z) X
E[7] = ==t 220 _ ) 121
1] - P="y

Pelas cotas de Chernoff aditivas (Apéndice A), temos que para todo « € [0, 1],

P(|Z-E[Z]|>a) <e 2 ™e

[SnXx|  |X] o2
Pll———— — —| > < erm
(‘ - N « e
Tomando o = €3, temos

SNX X
P ('—l | — u‘ > 63) < e 2bm,
m N

Por defini¢do, m > %
3

. Assim,
t + log (32/9)

—2e3m < —2¢3
= 2
2e35

= —t —log (32/9).

Logo,

—25§m < 5 —t —

e —e .
- 32 16 2

E como e—; < 27" parat > 0, obtemos

SnX| X 5
]P)(‘ m — N > €3 <162 .
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Teorema 3.12. Seja X  qualquer subconjunto de V(G) e assuma que
| X| > (p — €¢/40)N. Considere uma ordem fixa x1,...,x x| dos vértices de X e seja
X' o conjunto dos primeiros min{pN,|X |} vértices de X de acordo com essa ordem. Seja
S = {siy...,Sm} um conjunto de vértices de V(G) sorteados uniformemente de tamanho

t+log (1/5)
62

m > c , para uma certa constante c; e seja S' C S o conjunto dos primeiros

min{|pm] ,|S N X|} vértices em S N X segundo a ordem definida em X. Entdo

p ([ lomsn) BSSM B, o) 0y

m/2 N2

(Dados dois conjuntos de vértices A e B, denotaremos por E(A, B) o conjunto das

arestas com um vértice em A e outro em B).

Prova Seja e; = ¢/40 e X" os primeiros |(p — €3) V| vértices em X. Pelo Coroldrio 3.13,

SNnXx”
PQL——J—@—@>
m

Assim, vamos assumir que S é tal que

temos

)
—ot
> 63) < 16

Propriedade 1 |S N X"| < |pm|, do que temos que S’ N X" = SN X",
Propriedade 2 |S N X"| > [(p — 2¢3)m ], do que temos que |S" N X"| > (p — 2¢e3)m.
Observe que

{(Sgk,b Sgk) S E(S/, S/)} :{(Sgk,h Sor € E(S/ N X”, SN X”)}
(J{(s2k-1,520) € B(S"\ X", §')}. (3.3)

Seja Z; : i € [m/2], uma varidvel aleatdria assim definida:

s 1, se (s2i-1,52:) € BE(X", X"); ou
i=
0, caso contrario.

Naturalmente,

. D icimya 2 (i) _ H(sah-1, 52) € E(SﬂX”,SﬂX”)H.e
' m/2 m/2 ’
{(s2k—-1,82k) € E(S'N X", "N X"}

B m/2 ’

onde essa ultima igualdade € proveniente da Propriedade 1 mencionada acima.
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Além disso, a probabilidade de dois vértices sorteados uniformemente em V(G)

|EX",X")]

estarem ambos em X" e serem vizinhos é p = . Portanto, a esperanga E [Z] é dada

N2
por
Zie[m/Q} E [Zl] (m/2>p |E(X”7 XU)’
E[Z] = = = .
m/2 m/2 N2
Por uma cota de Chernoff aditiva (Apéndice A), temos que para todo « € [0, 1],
P(Z-E[Z]|<a)>1—e ™
Tomando a = g, temos que
PQZ—E ¢
9

5)
) e

p ([ {lsmsin) BENXLTOXY BN ),y o

<_
m/2 N? 9

) 4 . L .
Para que e~ ™/8! < 227! ¢ necessdrio que

2

I
a1 < log (2776/16)

log (6/2t+4
s 8 0/2%)
€
Como por definicdo m > c”bf# para uma certa constante c, entdo basta que

t log (1 log (2114
Hlog (1/8) _ log (X7/8),
€ €
c(t +1log (1/8)) > 81log (2'7/6); e
1 2t+4
gy log (2/9)
t +log (1/4)
E como % é crescente em fungdo de J, que esta restrito ao intervalo [0, )
log (2t74/6) < 31 Jim t + log (1/6) log (2°7)
t + log (1/9) 51 log(2t+4/5) t+1log(2)
A fungao log (2° ), por sua vez, é descrescente em ¢ > 0. Dessa forma,

t+log (2)

log (25+t) ) log (25+t)

< ———= =281-5.
t +log (2) 50 ¢+ log (2)

Portanto, para e ™/81 < 227", basta tomarmos ¢ > 81 - 5 = 405.
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Assim, temos que

>1— £2_t (3.4)

J— <_
9 16

P H{(s2r_1,80k) € BE(S'N X", "N X"} |EX", X")|| e
m/2 N2

Pela defini¢do de X’ e X", temos que

e |EX,X)  |EX" X" €
_ 5 < e — N2 < 2e3p < 5 (3.5)

Pelo item 2 acima, sabemos que |S’ \ X”| < 2e3m, e por isso

€ _ [{(san—1,50) € E(S"\ X", S} _ [{se € 8"\ X"}
9" : : m/2 <= m/2

< dey < g (3.6)
Usando a Equacao 3.5 e a Equacdo 3.6 na Equacdo 3.4, temos

p([lonmsa) € BN _ BN ),y S

m/2 a N2
Assim, a probabilidade que queremos pode ser calculada em termos das probabilidades

de que aconteca

> €3

SnXx”
CLEZPR
m

ou que aconteca

[{(san—1, 52%) € E(S", 5)}| IE(XCX’)!‘

m/2 N? 3’
isto é,
[{(s26-1,506) € E(S", 5}  [E(X, X)[| _ e O oy 0y 0
P _ N wloty 29t %9
( my2 N |73) 16 160 3

Corolario 3.13. Seja A o algoritmo Testap e G um grafo.

GeC, = P(AG)= sim)>1-4;e
G éelongedeC, = P(A(G)= ndo)>1-4.
Prova Sejae, = %p e seja €1 := €3. Vamos comegar provando que se G € C,, entdo A aceita
a GG com probabilidade maior que 1 — 4.
Seja G um grafo com uma clique C' de tamanho p/N. Pelo Coroldrio 3.6, temos que se

log (1
%ﬁflé)), para uma certa constante

um conjunto de vértices U tiver tamanho pelo menos ¢ > ¢;
¢t, entdo com probabilidade pelo menos 1 — g ele contém um subconjunto U’ que é €;-clique-

representativo em relagdo a C' de tamanho £1.
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Assim, para que este teorema possa ser aplicado ao algoritmo, € necessario que para

uma certa constante c;,

Ctplog (1/(ed)) - log (1/(€19)) .

€2 €1p

Como tomamos ¢; = €3 = entdo

€2
272p2 ’

Jos(1/(@d)) _ o, plos (2752/(6))
K €1p B K €2

Logo, basta escolher ¢; tal que

 Plog (1/(c3)

€2

1 222 25
>272C;p Og( 765/(6 )>’e

log (27%p*/(€%9))
log (1/(ed))

c > 27%¢,

log (272p%/(¢25))

Note que Toa (1/(e0))

é crescente em fungdode p < 1,e < led < % Por isso,

log (27%p?/(€25)) _ log (277 - 12/(1% - 1)) _ log(2-27%)
log (1/(ed)) log (1/(13)) log (2)

Portanto, basta escolher ¢; tal que

log (2 - 27%)
log (2)

Consideraremos os passos do laco do algoritmo com esse subconjunto e;-clique-

e > 27%¢, ~ 7661.63c.

representativo U’ de tamanho ¢’ := £¢. Lembramos que como U’ C C, entdo |T'(U’)| > pN.
Pelo Teorema 3.8, se W' tem tamanho pelo menos r > CTW e |T'(U")| é pelo
2
menos p/N, entdo com probabilidade pelo menos 1 — g o conjunto W € ey-representativo em

relacdo a T'(U’). Para isso, precisamos que para uma certa constante ¢,

L Plog(1/(e0)) _ ,log (1/(ex0))

€2 " €2p
Como tomamos €5 = ﬁp, entao
’ log (14(625)) _ Cﬂﬂplog (2720/(65))
€sp €

Logo, basta encontrar c, tal que

. Plog (1/(e)

€2

log (2
€

log (27p/(€0))
log (1/(ed)) -

e > .27
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log (27p/(€9)) «

Como loa (1/(e5)) © crescente em funcdode p < 1, e <led < %, entao

log (27p/(€0)) _ log (27-1/(1-3)) log(2- 27)‘

2
log (1/(ed)) log (1/(1-3)) log (2)
Assim, basta que
¢ > Cfog(?_ﬂ?) ~ 5, 75¢..
log (2)

Seja C' o conjunto dos pN vértices de T(U’) com maior grau em W N T(U’). Pelo
Coroldrio 3.10 e tomando 9¢;p = £, temos que 0 conjunto C estd £-perto de ser uma p-clique.
Sempre que |S(U')| > |pm], temos que |C(U")| = |pm] e a Condicdo 1 ao fim
do lago do algoritmo Testap é satisfeita. Por outro lado, quando |S(U’)| < [pm], temos

£

|C(U")| = |S(U")]. Nesse caso, aplicando a Proposicio 3.11 em T'(U’) com €5 = 55"

temos que

a Condig¢do 1 do algoritmo € satisfeita com probabilidade maior que 1 — g, pois

e ISwy_jr@nl sl
80~ m N = m
(p=55) m < ISW)I = C@)].

Além disso, se C(U’) é uma $-quase-clique, entdo pelo Teorema 3.12, com X = T'(U’)
e a ordem de X determinada por deanT(U,)(v), a Condicdo 2 € satisfeita com probabilidade
maior que 1 — g.

Dessa forma, P (A(G) = sim) >1— (§+2+2+2)=1-0.

Vamos agora provar que se G estd e-longe de C,, entdo P (A(G) = ndo ) > 1 — 6.

Seja entdo G um grafo e-longe de ter uma p-clique. Para qualquer dada escolha de U’
e W, consideramos o conjunto C/(U’) dos min{pN, |T(U")|} vértices de T'(U’) com maior grau
degyr ) (v). B B

Observe que quando [C(U’)| < (p — ;5)V, entdo necessariamente C'(U’) = T'(U’').
Nesse caso, podemos verificar que com probabilidade ao menos 1 — 27%6 a Condigdo 1 deixa

de ser satisfeita aplicando a Proposicéo 3.11 sobre T'(U’), pois tomando €3 = 35 temos

cwy 1TWl _ e

“m N “&0¢
() <
G| < (p - %) m.

Por outro lado, quando |C(U")] > (p — 15)N, lembramos que d(a(U’),C]pV) > e
Assim, aplicando o Teorema 3.12, com X = T(U’) e a ordem de X determinada por

degyrrwr (v), temos que a Condigdo 2 é violada com probabilidade maior que 1 — 27%4.
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Assim, para qualquer escolha possivel de U’ e W, a probabilidade do algoritmo aceitar
a entrada é limitada por 27%9. Como U e W séo sorteados e menos que 2' subconjuntos U’ C U

sdo considerados, temos que P (A(G) = ndo ) > 1 — 4. O
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

No presente trabalho, apresentamos o teste de propriedades, suas principais
caracteristicas, a terminologia pertinente e um breve histérico dos estudos acerca do assunto.
Em seguida, apresentamos o modelo denso para grafos proposto em ( ) usado
em testadores de grafos e passamos a estudar o Testador de Grau da Clique proposto em

( ), explicitando detalhes da prova de sua corretude que estdo ausentes no
trabalho original.

Além disso, foram explicitados valores apropriados no contexto da prova de corretude
para as constantes de importancia do Testador de Grau da Clique. Entretanto, tais valores
foram superestimados e considerando-os na andlise de complexidade do testador conclui-se
que sua implementacdo é impraticavel. A investigacao de valores que amenizem o impacto das
constantes na complexidade do algoritmo pode ser considerada em trabalhos futuros.

Enfim, o testador estudado no presente trabalho é um caso especial do Problema Geral
de Teste de Parti¢do de Grafos apresentado em ( ), 0 qual ndo foi estudado

no presente trabalho e também pode ser objeto de estudos futuros.
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Apéndice A
Desigualdades uteis

Teorema A.1 (Desigualdade de Markov). Seja X wuma varidvel aleatoria que
assuma apenas valores ndo-negativos. Entdo, para toda constante a € R,

a >0,
P(X >dE[X]) <

Q|+

Teorema A.2 (Desigualdade de Chebyshev). Para toda constante a € R,

a > 0 e qualquer varidvel aleatoria S,

Var (S
P(S—E[S]| > o) < )
a
Teorema A.3 (Cotas de Chernoft). Sejam X1, X5, ..., X,, varidveis aleatorias independentes,

onde Vi € [m], X; € [0,1]. Sejap =m~ " | E[X;]. Entdo para todo o € [0, 1],

e (Forma Aditiva)

i=1

P (m_li){i <p—a«
i=1

202m

<e

P (ml Z Xi>p+ a) < e 2.

e (Forma Multiplicativa)
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